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Mathematik: Analyse und Ansätze
Leistungsstufe
3. Klausur

Hinweise für die Schüler und Schülerinnen

	y Öffnen Sie diese Prüfungsklausur erst nach Aufforderung.
	y Für diese Klausur wird ein grafikfähiger Taschenrechner (GTR) benötigt.
	y Beantworten Sie alle Fragen im beigefügten Antwortheft.
	y Sofern in der Frage nicht anders angegeben, sollten alle numerischen Antworten entweder 

exakt oder auf drei signifikante Stellen genau angegeben werden.
	y Für diese Klausur ist ein unverändertes Exemplar der Formelsammlung zu Mathematik: 

Analyse und Ansätze LS erforderlich.
	y Die Höchstpunktzahl für diese Prüfungsklausur ist [55 Punkte].
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Beantworten Sie alle Fragen im beigefügten Antwortheft. Bitte beginnen Sie jede Frage auf einer 
neuen Seite. Für eine richtige Antwort ohne Rechenweg wird möglicherweise nicht die volle Punktzahl 
anerkannt. Die Antworten müssen durch einen Rechenweg bzw. Erläuterungen ergänzt werden. 
Lösungen, die mit einem grafikfähigen Taschenrechner (GTR) berechnet werden, müssen von einem 
passenden Rechenweg begleitet werden. Wenn Sie zum Beispiel Graphen zum Finden einer Lösung 
verwenden, sollten Sie diese als Teil Ihrer Antwort skizzieren. Bei falschen Antworten können ggf. Punkte 
für die richtige Methode vergeben werden, sofern dies durch einen schriftlichen Rechenweg erkennbar 
wird. Deshalb sollten Sie alle Rechenwege offenlegen.

1.	 [Maximale Punktzahl: 26]

In dieser Fragestellung sollen Sie ein Glücksspiel untersuchen.

Bei diesem Glücksspiel versuchen die Teilnehmenden, in mehreren Runden Bonbons aus 
einem Korb zu gewinnen. Die Spielregeln lauten wie folgt:

•	 Der Spieler beginnt das Spiel mit mindestens einem Bonbon. 

•	 Zu Beginn einer jeden Runde dreht der Spieler ein Glücksrad. 

•	 Wenn das Glücksrad „Gewinn“ anzeigt, gewinnt der Spieler ein Bonbon aus dem Korb, 
andernfalls muss er ein Bonbon in den Korb hineinlegen.

•	 Das Spiel wird so lange gespielt, bis entweder der Spieler alle Bonbons aus dem Korb 
gewonnen hat oder er keine Bonbons mehr hat.

Betrachten Sie zunächst den Fall, dass es insgesamt drei Bonbons im Spiel gibt. 

Fiona beginnt das Spiel mit einem Bonbon und es befinden sich zwei Bonbons im Korb, die 
sie gewinnen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Runde einen „Gewinn“ zu erzielen, ist immer 
1
4

, unabhängig 
von jeder anderen Runde.

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nächsten Seite weiter eingegangen)
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Bitte umblättern

(Fortsetzung Frage 1)

Das folgende Diagramm zeigt die mögliche Anzahl der Bonbons, die Fiona zu Beginn einer 
jeden Runde hat und die möglichen Ergebnisse der ersten Runden.

0 1 2 3

Beginn der 
Runde  1

Beginn der 
Runde 2

Beginn der 
Runde 3

Beginn der 
Runde 4

Beginn der 
Runde 5

Anzahl der Bonbons

a

b

1
4

3
4

1
4

3
4

Wenn Fiona in Runde  1  gewinnt, hat sie zu Beginn der Runde  2  genau zwei Bonbons.

Wenn sie Runde  1  verliert, hat sie zu Beginn von Runde  2  keine Bonbons mehr und das 
Spiel endet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona zu Beginn von Runde  3  genau ein Bonbon hat, ist  a  und 
die Wahrscheinlichkeit, dass sie zu Beginn von Runde  5  drei Bonbons hat, ist  b .

(a)	 (i)	 Zeigen Sie, dass a =
3
16

.� [1]

(ii)	 Finden Sie den Wert von  b .� [2]

Zu Beginn von Runde  5  hat Fiona genau ein Bonbon. 

(b)	 Notieren Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie nach zwei weiteren Runden noch ein 
Bonbon hat. � [2]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nächsten Seite weiter eingegangen)
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(Fortsetzung Frage 1)

Betrachten Sie nun den Fall, dass es insgesamt  w  Bonbons im Spiel gibt. 

Rn  sei die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona am Ende alle  w  Bonbons hat, wenn sie eine 
Runde mit  n  Bonbons beginnt. 

Wenn Fiona eine Runde ohne Bonbons beendet, also  n = 0 , dann ist die 
Wahrscheinlichkeit  R0 , dass sie am Ende alle Bonbons hat gleich Null, und das Spiel ist zu Ende.

Für  n > 0  gilt: Wenn Fiona die nächste Runde gewinnt, hat sie  n + 1  Bonbons, und die 
Wahrscheinlichkeit, dass sie am Ende alle  w  Bonbons hat, ist dann  Rn + 1 . 

Wenn Fiona aber die nächste Runde verliert, hat sie entsprechend  n - 1  Bonbons, und die 
Wahrscheinlichkeit, dass sie am Ende alle  w  Bonbons hat, ist dann  Rn - 1 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Glücksrad „Gewinn“ anzeigt, sei nun  p , mit  0 < p < 1 , und 
die Wahrscheinlichkeit, dass es „Kein Gewinn“ anzeigt, ist  q , mit  q = 1 - p  und  p ≠ q .

Zu Beginn einer jeden Runde gilt für  Rn :

Rn = qRn - 1 + pRn + 1 , mit  n > 0 .

Betrachten Sie den Fall für  w = 4  und p =
1
4

.

(c)	 Notieren Sie einen Ausdruck für  R2  in Abhängigkeit  von  R1  und  R3 .� [1]

(d)	 Die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona das Spiel gewinnt, wenn sie eine Runde mit genau 
einem Bonbon beginnt, beträgt  R1 = 0,025 . Wenn sie eine Runde mit genau drei 
Bonbons beginnt, beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass sie das Spiel gewinnt  R3 = 0,325 .

Finden Sie den Wert von  R2 .� [2]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nächsten Seite weiter eingegangen)



– 5 – 2226 – 5082

Bitte umblättern

(Fortsetzung Frage 1)

Betrachten Sie für die folgenden Teile dieser Fragestellung den Fall, dass es insgesamt  w  
Bonbons im Spiel gibt und dass die Wahrscheinlichkeit für einen „Gewinn“  p  ist.

(e)	 Drücken Sie  Rn  als  ( p + q) Rn  aus und zeigen Sie damit, dass R R q
p
R Rn n n n� �� � �� �1 1 .� [2]

(f)	 (i)	 Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit  R2 − R1  in Abhängigkeit von  p ,  q  und  R1 .� [1]

(ii)	 Zeigen Sie, dass R R q
p

R3 2

2

1� �
�

�
�

�

�
� .� [2]

(iii)	 Deduzieren Sie einen Ausdruck für  Rn − Rn−1  in Abhängigkeit von  n ,  p ,  q  und  R1 .� [1]

(g)	 (i)	� Zeigen Sie unter Berücksichtigung 
von  (R2 − R1) + (R3 − R2) + (R4 − R3) + … + (Rn − Rn−1) , oder auf andere Weise, 
dass gilt:

R R q
p

q
p

q
pn

n

� � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

1

12

1 ... .� [4]

(ii)	 Zeigen Sie unter Nutzung der Vorarbeit, dass R

q
p

q
p

n

n

w�
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

1

1
 , wenn  

R

q
p
q
p

w1

1

1
�

�

�
�

�
�

�

�
�

 gilt.� [4]

Es gibt jetzt eine große Anzahl von Bonbons im Spiel. 

Fiona beginnt ein Spiel mit  m  Bonbons, und es gilt  p = 0,495 .

Sobald sie  10  weitere Bonbons erlangt hat, hat sie alle Bonbons und das Spiel endet.

(h)	 Bestimmen Sie den Mindestwert von  m  so, dass Fiona mit einer Chance von 
mindestens  80 %   10  weitere Bonbons gewinnen kann.� [4]



– 6 – 2226 – 5082

2.	 [Maximale Punktzahls: 29] 

In dieser Frage sollen Sie den Zusammenhang zwischen komplexen Zahlen und einem 
Quader untersuchen, dessen Kantenlängen und Raumdiagonale ganzzahlige Längen 
haben. Ein solcher Quader wird im Englischen als „Pythagorean Box” bezeichnet und 
wird hier „pythagoreischer Quader“ genannt.

Ein pythagoreischer Quader wird mit  PB (u , v , w , t )  bezeichnet und hat die 
Seitenlängen  u × v × w  sowie eine Raumdiagonale der Länge  t  mit  u , v , w , t ∈ + . Dies ist 
im folgenden Diagramm dargestellt.

Abbildung nicht maßstabsgerecht

u

w

v

t

(a)	 Finden Sie den Wert von  t  für den Fall  u = 9 ,  v = 2  und  w = 6 .� [2]

Die komplexen Zahlen  z1  und  z2  bilden einen pythagoreischen Quader,  PB (u , v , w , t ) , wenn

u = 2 Re (z1z2*) ,  v = 2 Im (z1z2*) ,  w = | z1 |2 - | z2 |2  und  t = | z1 |2 + | z2 |2 , mit  u , v , w , t ∈ + .

Umgekehrt gilt für jeden pythagoreischen Quader,  PB (u , v , w , t ) , dass es zwei komplexe 
Zahlen  z1  und  z2  gibt, welche die oben definierten Bedingungen für  u , v , w  und  t  erfüllen.

Betrachten Sie die beiden komplexen Zahlen  z1 = a + bi  und  z2 = c + di , mit  a , b , c , d ∈ + .

(b)	 (i)	 Finden Sie einen Ausdruck für  z1z2*  in Abhängigkeit von  a , b , c  und  d .� [2]

(ii)	 Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit einen Ausdruck für  v  in Abhängigkeit 
von  a , b , c  und  d .� [1]

(c)	 Betrachten Sie den Fall, dass  z1 = 3 + 7i  und  z2 = c + 6i  einen pythagoreischen 
Quader bilden.

(i)	 Zeigen Sie, dass gilt:  v = 14c - 36 .� [1]

(ii)	 Zeigen Sie, dass  3  und  4  die einzigen möglichen Werte für  c  sind.� [4]

(iii)	 Es sei  c = 4 . Finden Sie die zugehörigen Werte von  u , v , w  und  t .� [5]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nächsten Seite weiter eingegangen)
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(Fortsetzung Frage 2)

Es gibt drei pythagoreische Quader mit einer Raumdiagonale der Länge  23 . 

(d)	 Es gilt:  23 = 12 + 22 + 32 + 32 . Bestimmen Sie die Kantenlängen eines dieser 
pythagoreischen Quader.� [6]

Die Längen der Kanten und der Raumdiagonale des pythagoreischen Quaders,  PB (u , v , w , t ),  

können zur Bildung einer komplexen Zahl  z  genutzt werden, für die z u v
t w

�
�
�

i
 gilt.

Betrachten Sie den pythagoreischen Quader  PB (26 , 38 , 43 , 63) .

(e)	 Zeigen Sie, dass für diesen pythagoreischen Quader z � �13 19
10

i
 ist.� [1]

Die komplexe Zahl  z  kann auch als 
z
z
1

2

 geschrieben werden, wobei  z1  und  z2  den 

pythagoreischen Quader  PB (26 , 38 , 43 , 63) bilden. 

z
z
1

2

 lässt sich als 
z
z
z1 2

2
2

*

 ausdrücken.

(f)	 (i)	 Betrachten Sie  t − w  und zeigen Sie  c2 + d 2 = 10 .� [2]

(ii)	 Es gelte  c > d . Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit  z1  und  z2 .� [5]

�



Disclaimer:

Die bei IB-Prüfungen verwendeten Inhalte entstammen häufig Originalwerken von Dritten. Die in ihnen geäußerten 
Meinungen sind die der jeweiligen Autoren oder Autorinnen und/oder Herausgeber und Herausgeberinnen und geben nicht 
notwendigerweise die Ansichten von IB wieder. Unternehmen, Produkte oder Personen, die in der Vorlage genannt werden, sind 
manchmal fiktiv; jede Ähnlichkeit mit tatsächlichen Einrichtungen ist rein zufällig. Alle enthaltenen anerkannten Marken™ oder 
registrierten Marken® werden nur zur Veranschaulichung verwendet, und die Verwendung impliziert keine Zugehörigkeit zum 
International Baccalaureate oder eine Befürwortung durch dieses.




