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Mathematik: Analyse und Ansatze
Leistungsstufe
3. Klausur
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Zone A Nachmittag | Zone B Nachmittag | Zone C Nachmittag

1 Stunde 15 Minuten

Hinweise fiir die Schiiler und Schiilerinnen

Offnen Sie diese Prufungsklausur erst nach Aufforderung.

Fir diese Klausur wird ein grafikfahiger Taschenrechner (GTR) bendtigt.

Beantworten Sie alle Fragen im beigefugten Antwortheft.

Sofern in der Frage nicht anders angegeben, sollten alle numerischen Antworten entweder
exakt oder auf drei signifikante Stellen genau angegeben werden.

Fur diese Klausur ist ein unverandertes Exemplar der Formelsammlung zu Mathematik:
Analyse und Ansétze LS erforderlich.

Die Héchstpunktzahl fir diese Prifungsklausur ist [65 Punkte].
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Beantworten Sie alle Fragen im beigefligten Antwortheft. Bitte beginnen Sie jede Frage auf einer

neuen Seite. Fir eine richtige Antwort ohne Rechenweg wird méglicherweise nicht die volle Punktzahl
anerkannt. Die Antworten missen durch einen Rechenweg bzw. Erlauterungen erganzt werden.
Losungen, die mit einem grafikfahigen Taschenrechner (GTR) berechnet werden, missen von einem
passenden Rechenweg begleitet werden. Wenn Sie zum Beispiel Graphen zum Finden einer Lésung
verwenden, sollten Sie diese als Teil Ihrer Antwort skizzieren. Bei falschen Antworten kénnen ggf. Punkte
fur die richtige Methode vergeben werden, sofern dies durch einen schriftlichen Rechenweg erkennbar
wird. Deshalb sollten Sie alle Rechenwege offenlegen.

1. [Maximale Punktzahl: 26]
In dieser Fragestellung sollen Sie ein Glucksspiel untersuchen.

Bei diesem Glicksspiel versuchen die Teilnehmenden, in mehreren Runden Bonbons aus
einem Korb zu gewinnen. Die Spielregeln lauten wie folgt:

» Der Spieler beginnt das Spiel mit mindestens einem Bonbon.

* Zu Beginn einer jeden Runde dreht der Spieler ein Glucksrad.

* Wenn das Gllcksrad ,Gewinn“ anzeigt, gewinnt der Spieler ein Bonbon aus dem Korb,
andernfalls muss er ein Bonbon in den Korb hineinlegen.

» Das Spiel wird so lange gespielt, bis entweder der Spieler alle Bonbons aus dem Korb
gewonnen hat oder er keine Bonbons mehr hat.

Betrachten Sie zunachst den Fall, dass es insgesamt drei Bonbons im Spiel gibt.

Fiona beginnt das Spiel mit einem Bonbon und es befinden sich zwei Bonbons im Korb, die
sie gewinnen kann.

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Runde einen ,Gewinn“ zu erzielen, ist immer l , unabhangig
von jeder anderen Runde. 4

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nachsten Seite weiter eingegangen)
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(Fortsetzung Frage 1)

Das folgende Diagramm zeigt die mdgliche Anzahl der Bonbons, die Fiona zu Beginn einer
jeden Runde hat und die méglichen Ergebnisse der ersten Runden.

Anzahl der Bonbons

0 1 2 3

Beginn der
Runde 1

Beginn der
Runde 2

Beginn der

Runde 3
Beginn der /
Runde 4 .

Beginn der
Runde 5

Wenn Fiona in Runde 1 gewinnt, hat sie zu Beginn der Runde 2 genau zwei Bonbons.

Wenn sie Runde 1 verliert, hat sie zu Beginn von Runde 2 keine Bonbons mehr und das
Spiel endet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona zu Beginn von Runde 3 genau ein Bonbon hat, ist a und
die Wahrscheinlichkeit, dass sie zu Beginn von Runde 5 drei Bonbons hat, ist 5.

(@) (i) Zeigen Sie, dass a = % 1

(i)  Finden Sie den Wert von b. [2]
Zu Beginn von Runde 5 hat Fiona genau ein Bonbon.

(b) Notieren Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie nach zwei weiteren Runden noch ein
Bonbon hat. [2]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nachsten Seite weiter eingegangen)

Bitte umblattern
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(Fortsetzung Frage 1)
Betrachten Sie nun den Fall, dass es insgesamt w Bonbons im Spiel gibt.

R, sei die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona am Ende alle w Bonbons hat, wenn sie eine
Runde mit n Bonbons beginnt.

Wenn Fiona eine Runde ohne Bonbons beendet, also n» = 0, dann ist die
Wahrscheinlichkeit R, dass sie am Ende alle Bonbons hat gleich Null, und das Spiel ist zu Ende.

Far n > 0 gilt: Wenn Fiona die nachste Runde gewinnt, hat sie n + 1 Bonbons, und die
Wahrscheinlichkeit, dass sie am Ende alle w Bonbons hat, istdann R, _ ;.

Wenn Fiona aber die nachste Runde verliert, hat sie entsprechend n — 1 Bonbons, und die
Wahrscheinlichkeit, dass sie am Ende alle w Bonbons hat, istdann R _,.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Glucksrad ,Gewinn“ anzeigt, sei nun p, mit 0 <p <1, und
die Wahrscheinlichkeit, dass es ,Kein Gewinn® anzeigt, ist ¢, mit g=1—-p und p #g.

Zu Beginn einer jeden Runde gilt fir R :

R,=qR, +pR ., ,mitn>0.
Betrachten Sie den Fall fir w=4 und p = %
(c) Notieren Sie einen Ausdruck fir R, in Abhangigkeit von R, und R,. 1

(d) Die Wahrscheinlichkeit, dass Fiona das Spiel gewinnt, wenn sie eine Runde mit genau
einem Bonbon beginnt, betragt R, = 0,025. Wenn sie eine Runde mit genau drei
Bonbons beginnt, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass sie das Spiel gewinnt R, = 0,325.
Finden Sie den Wert von R, . [2]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nachsten Seite weiter eingegangen)
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(Fortsetzung Frage 1)

Betrachten Sie fur die folgenden Teile dieser Fragestellung den Fall, dass es insgesamt w
Bonbons im Spiel gibt und dass die Wahrscheinlichkeit fur einen ,Gewinn® p ist.

q

(e) Driicken Sie R, als (p + ¢)R, aus und zeigen Sie damit, dass R,,,—R, =—(R,-R,,).

p

() (i) Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit R, — R, in Abhangigkeit von p, ¢ und R,.

2
(i) Zeigen Sie, dass R,— R, = {ij R,.
p

(i) Deduzieren Sie einen Ausdruck fur R, — R, in Abhangigkeit von n, p, g und R,.

(g) (i) Zeigen Sie unter Berlicksichtigung
von (R,—R)+(R;,—R)+(R,—R)+...+ (R, —R, ), oder auf andere Weise,

dass qilt:
2 n—1
R =R, 1+1+(1J +...+(1J
p \p p
(if)  Zeigen Sie unter Nutzung der Vorarbeit, dass R = —pw , wenn
_4q 1—(qj
R=—2Pgit P

p
Es gibt jetzt eine groRe Anzahl von Bonbons im Spiel.
Fiona beginnt ein Spiel mit m Bonbons, und es gilt p = 0,495.

Sobald sie 10 weitere Bonbons erlangt hat, hat sie alle Bonbons und das Spiel endet.

(h) Bestimmen Sie den Mindestwert von m so, dass Fiona mit einer Chance von
mindestens 80% 10 weitere Bonbons gewinnen kann.

[2]

(1]

[2]

[1]

[4]

[4]

[4]

Bitte umblattern
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2. [Maximale Punktzahls: 29]

In dieser Frage sollen Sie den Zusammenhang zwischen komplexen Zahlen und einem
Quader untersuchen, dessen Kantenlangen und Raumdiagonale ganzzahlige Langen
haben. Ein solcher Quader wird im Englischen als ,,Pythagorean Box” bezeichnet und
wird hier ,pythagoreischer Quader* genannt.

Ein pythagoreischer Quader wird mit PB(u, v, w, ¢) bezeichnet und hat die
Seitenlangen u x v x w sowie eine Raumdiagonale der Léange ¢ mit u, v, w, t € Z". Dies ist
im folgenden Diagramm dargestellt.

Abbildung nicht maRstabsgerecht

: \\\\ t w
// \\ v
u
(@) Finden Sie den Wertvon ¢ firden Fall u=9, v=2 und w=6. [2]

Die komplexen Zahlen z, und z, bilden einen pythagoreischen Quader, PB(u, v, w, t), wenn

u=2Re(z,z,"), v=2Im(z,z,"), w= ‘zl ‘2— ’22‘2 und ¢ = ‘zl ‘2+ ’zz omitu,v,w,teZ’.

Umgekehrt gilt fiir jeden pythagoreischen Quader, PB(u, v, w, t), dass es zwei komplexe
Zahlen z, und z, gibt, welche die oben definierten Bedingungen fur u, v, w und ¢ erflllen.

Betrachten Sie die beiden komplexen Zahlen z, =a + bi und z,=c+di, mit a,b,c,d € Z".
(b) () Finden Sie einen Ausdruck fur z,z,* in Abhangigkeit von a, b, ¢ und d. [2]

(i)  Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit einen Ausdruck fur v in Abhangigkeit
von a,b,cund d. [1

(c) Betrachten Sie den Fall, dass z, =3 + 71 und z, = ¢ + 61 einen pythagoreischen
Quader bilden.

(i)  Zeigen Sie, dass gilt: v=14c — 36. 1
(i)  Zeigen Sie, dass 3 und 4 die einzigen moéglichen Werte fir ¢ sind. [4]
(i) Essei ¢ =4. Finden Sie die zugehoérigen Werte von u, v, w und ¢. [5]

(Auf die vorliegende Frage wird auf der nachsten Seite weiter eingegangen)
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(Fortsetzung Frage 2)
Es gibt drei pythagoreische Quader mit einer Raumdiagonale der Lange 23.

(d) Esgilt: 23 =17 + 2> + 3° + 3>. Bestimmen Sie die Kantenlangen eines dieser
pythagoreischen Quader. [6]

Die Langen der Kanten und der Raumdiagonale des pythagoreischen Quaders, PB (u, v, w, t),

+vi

kénnen zur Bildung einer komplexen Zahl z genutzt werden, fir die z = u
r—w

gilt.
Betrachten Sie den pythagoreischen Quader PB (26, 38, 43, 63).

13+191

(e) Zeigen Sie, dass fur diesen pythagoreischen Quader z = ist. 1

: z , ,
Die komplexe Zahl z kann auch als =~ geschrieben werden, wobei z, und z, den
V4
2

pythagoreischen Quader PB (26, 38, 43, 63)bilden.

*

2 |4sst sich als @ ausdrucken.
22 Zz
(f) (i) Betrachten Sie t— w und zeigen Sie ¢’ + d* = 10. 2]

(i) Esgelte ¢ >d. Finden Sie unter Nutzung der Vorarbeit z, und z,. [5]
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